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Le compromis entre biais et complexité a été présenté dans le chapitre pré-
cédent. L'ajustement de ce compromis seffe¢tue souvent a l'aide d’'un ou de plu-
sieurs hyperparametres. On présente dans ce chapitre un exemple fondamental,
la minimisation du risque empirique régularisé, ol un coefficient de régularisation
est un hyperparametre avec lequel la complexité décroit.

I. CADRE

Soit d > 1 un entier. On considére l'ensemble d'entrées & = R (qui cor-
respond a d variables explicatives quantitatives), et un ensemble de sorties %
quelconque.

On va considérer une classe de prédicteurs linéaires. Pour (w, b) € R? x R,
on rappelle quon note g,,, : x = (w, x) + b. On se donne une application
¢ : R — % et pour tout (w, b) € RY x R, on note f,, = ¢ o g, Enfin, on
note ¥ la classe de tous les prédicteurs f, , :

¥ = {fw,b}we]Rd :
beR

Pour (w, b) € R x R, les coefficients wy, ..., w, de w ainsi que b sont appelés
paramétres du prédiceur f, ;.



REMARQUE. — Paramétres et importance accordée aux variables explicatives. —
Soit (w, b) € RY x R.Pour1 < j < d, le paramétre w; i peut étre interpréeé
comme 'importance accordée par le prédi¢teur £, , ala j-¢éme variable explica-
tive. En effet, siw est grand en valeur absolue, alors il découle de la définition de
fuwpquela prcdl&lon fuwp(x depcndra fortement de la variable x . A Tinverse,

siw; = 0, la prédiction f,, ;(x) ne dépendra pas de la variable x ;.

REMARQUE. — Grandeur des paramétres et complexité. — Un algorithme ayant

tendance a donner des prédicteurs £, ; avec des parametres wy, ..., wy, b grands
en valeur absolue sera considéré comme ayant une grande complexité.

Soit n > 1un entier, S = (x;, ¥;);e(y) € ¥ (%, %) un échantillon, et ¢ : % x
% — R une fon&ion. On rappelle que l'algorithme de minimisation du risque
empirique (ERM) utilisant la fon&ion de perte € donne, avec S pour échantillon
dapprentissage, le prédicteur f, ; oli:

~

- ) 1 &
(w,b) = argmin 4 - E 05> fup(:))
Yok =l

Les cas particuliers importants déja rencontrés sont la régression linéaire aux
moindres carrés et la régression logistique. La minimisation du risque empirique
présentée ci-apres est une modification de la minimisation du risque empirique.

2. MINIMISATION DU RISQUE EMPIRIQUE REGULARISE

On introduit les objets suivants. Soit p : R? x R — R une fon&ion appelée
régularisatrice et \ > 0 un réel appelé hyperparamétre de régularisation.
DEFINITION. — Minimisation du risque empirique régularisé. — L'algorithme
de la minimisation du risque empirique régularisé avec ¢ pour fonction de perte,
p pour foncion régularisatrice, A pour hyperparametre de régularisation et S
pour échantillon d'apprentissage donne le prédicteur f, ; ou:

~

- ) 1 &
(w,b) = argmdm - E €(yi> fuwp(x:)) + Ap(w, b)
weR i=1
beR



REMARQUE. — Lexpression qui est minimisée ci-dessus comporte 4 présent
deux termes : le risque empirique d'une part, et le terme de régularisation d’autre
part. Le prédi¢eur obtenu f o résulte d'un compromis entre les deux termes.
Si'A = 0, il n’y a pas de régularisation et on retrouve la minimisation du risque
empirique. Si A est grand, le biais est important.

REMARQUE. — Choix de la fonction régularisatice p. — Typiquement, on choi-
sit p une fonction croissante en les valeurs absolues des parametres wy, ..., w, b.
Des exemples sont présentés dans les paragraphes suivants. On a alors les consé-
quences suivantes. D’une part, la régularisation a tendance a diminuer les va-

leurs absolues des parametres obtenus wy, ..., wy, b, ce quon interpréte comme
une diminution de la complexité. D’autre part, augmenter la valeur de A réduit
le sur-apprentissage !. En effet, plus les paramétres sont grands en valeur abso-
lue, plus les prédictions sur prédicteur obtenu dépendront fortement de entrée
x. Or un tel prédi¢teur pourrait donner de bonnes prédictions sur les exemples
d’apprentissage, mais donner des prédictions tres différentes sur des exemples
pourtant proches, d'oli un risque de sur-apprentissge.

REMARQUE. — Choix de lhyperparamétre de régularisation \. — Pour choisir
une valeur de A, on considere en pratique plusieurs valeurs pour ensuite choisir
celle qui semble la meilleure par validation (éventuellement croisée).

3. RIDGE : REGULARISATION {,
Un exemple important de fon&ion régularisatrice est celle donnée par le

carré de la norme ¢, (ici ¢, n’a aucun rapport a la fon&ion de perte, mais désigne
la norme euclidienne), et parfois appelée régularisation de Tikhonov :

1 2 1 (¢
Y, b) €RUX R, pggewb) = 5 (lwly +82) = 5 | Ywd+ 12
=1

Lalgorithme correspondant est appelé Ridge et sécrit donc :

~ 7 : 1 c )\'
(w, b) = arg min . E e(y; fw,b(xi>> + P (Hwni + b2>

(w,b)eR4 xR i=1

1. Si toutefois # > d, le grand nombre d'exemples d’apprentissage empéche alors déja le
sur-apprentissage.



REMARQUE. — La fonction régularisatrice p,qq. est croissante en les valeurs ab-

solues des parametres wy, ..., wy, b. Par conséquent, augmenter la valeur de 'hy-
perparametre A réduit la complexité de I'algorithme et donc le sur-apprentissage.

REMARQUE. — Plus la valeur de A est grande, et plus les parametres obtenus

wy, ..., wy, bont tendance a étre faibles en valeur absolue. Pour sen convraincre,
on peut imaginer quon minimise seulement le terme de régularisation; on voit
que les parametres obtenus sont alors tous nuls. Donc si on minimise le risque
empirique plus le terme de régularisation, c’est un compromis entre la minimi-
sation du risque empirique (sans régularisation) et le fait d’avoir des paramétres
tous nuls. Les parametres obtenus ont donc tendance a étre plus faibles valeur
absolue lorsqu'on ajoute le terme de régularisation.

4. LASSO : REGULARISATION §

L'autre exemple fondamental de fonction régularisatrice est celle donnée par
la norme ¢, définie par:

d
Y(w,b) ER! X R, piago(w, b) = ol + [b] = 3 o] + 18]
j=1

Lalgorithme correspondant est appelé LASSO (Least Absolute Shrinkage and
Selection Operator) et donne donc le prédi&eur f s ou:

@) = argmin 4 = 3 0(ys fop(xi)) + % (ol + 5]

(wb)erRdxr | 7 iZ1

REMARQUE. — La fonction régularisatrice py,, est également croissante en les
valeurs absolues des paramétres wy, ..., wy, b. Par conséquent, augmenter la va-
leur de 'hyperparametre A réduit la complexité de l'algorithme et donc le sur-
apprentissage.

REMARQUE. — Tendance a donner peu de paramétres non nuls. — Augmenter

la valeur de A permet non seulement dobtenir des parametres wy, ..., wy, b plus
petits en valeur absolue, mais permet également de rendre 7u/s un grand nombre
de ces parametres. Cela est dti a la §pécificité de la régularisatrice €, et n'est pas
le cas pour régularisatrice ¢,. En effet, minimiser une fonction valeur absolue

+



x > |x| ou une fon&ion carré x + x* donne a chaque fois 0 comme minimi-
seur, mais lorsquon sécarte de 0, la valeur de la fon&tion augmente plus nette-
ment dans le premier cas quand dans le second : la fon&ion x — |x| force plus
nettement le minimiseur A étre 0 que la fon&ion x — x*. Ainsi, si beaucoup de
parametres sont nuls, les prédictions du prédicteur obtenu ne dépendront que
d’un petit nombre de variables explicatives (celles corre$pondant aux paramétres
w; non nuls). Cette tendance est une des raisons principales pour lesquelles on
a recours a l'algorithme LASSO : en effet, lorsqu'on soupgonne, ou quon sait,
quun grand nombre de variables explicatives n’a pas de corrélation significative
avec la variable a prédire, on peut souhaiter obtenir des prédicteurs qui ignorent
un grand nombre de variables explicatives.
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