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Dans leur forme la plus basique, les SVM (support vector machines) sont des
algorithmes de classification binaire donnant des classifieurs linéaires, a I'instar
de la régression logistique.

I. CADRE ET RAPPELS

On se place dans un cadre de classification binaire. Soit % = R* l'ensemble
dentrées et % = {—1, 1} lensemble de sorties.
Pour (w, b) € R? x Ret x € R% on rappelle quon note :

Luwp(%) = (w, x) + b,
b (%) = sign(g,,(x)),

et F = {h,,}uere la classe des classifienrs linéaires. On dit que le classifieur
beR
linéaire h,, , prédit correctement un exemple (x,, y) € R? x {—1,1} si, et seule-

ment si by, ,(xy) = ¥, ce qui est aussi équivalent a :
yo({w, %) +b) > 0.
On appelle hyperplan (w, b) l'ensemble :
{x eR| (w,x) +b=0}.

Une notion importante dans la définition des SVM est la marge.
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DEFINITION. — Marge. — Soit (w, b) € RY. On appelle marge de Uhyperplan
(w, b) l'ensemble :

{x eRY| -1 < (w,x) +b<1}.

hyperplan déquation
(w,x) +b=0
\ demi-espace déquation

hyperplan déquation (w,x) +b <0

(w,x) +b=1 . / (< by (x) = —1)

N

demi-espace d'équation hyperplan d¢quation
(w,x) +b>0 (w,x) +b=—-1
(& by, (x) =1)

FIGURE 1. — Exemple avec w = (—1,1) et b = 1. La marge est représentée par
les hachures.

REMARQUE. — Plus |w], est grand, plus la marge est étroite.

2. CAS SEPARABLE : HARD-SVM

On introduit d’abord l'algorithme Hard-SVM qui n'est défini que pour des
échantillons d’apprentissage linéairement séparables dont on rappelle la défini-
tion.

DEFINITION. — Soit 7 > 1. Un échantillon § = (x;, y;)icpy € #(%, Y) est
linéairement séparable s'il existe (w, b) € R? x R tel que :

Vi€ [n], 3;=h,,(x;).
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(=Viehn, y((wx;)+b)>0).
On dit alors que b, ;, (ou (w, b)) et un hyperplan séparateur pour S.

REMARQUE. — Si S est linéairement séparable, il existe une infinité d’hyper-
plans séparateurs. Le Hard-SVM va choisir celui qui maximise la digtance au
point x; le plus proche.

LEMME. — Soit (w, b) € R4 x Retx € R% Si lwl, =1, alors :

. / o
min - |lx — 2, = [{w, x) +b].

(w,x")+b=0

Démonstration. — Voir TD. ]

DEFINITION. — Hard-SVM. — Soit S = (x;, ¥;)ic(y) € # (%, %) un échan-
tillon linéairement séparable. L'algorithme Hard-SVM donne le classifieur li-

néaire h_ ; ot (w, b) est solution de :

maximiser en (w, b) m[lr}l |(w, x;) + b
1€n

soumis aux contraintes  [w|, =1 (*)
Vi e [n], y;,((w, x;) +b) > 0.

REMARQUE. — Si S n'est pas linéairement séparable, le probleme (x) na pas
de solution, car par définition de la séparabilité, il n'existe pas de parametres
(w, b) € R? x R qui satisfont la seconde contrainte.

PROPOSITION. — Formulation équivalente du Hard-SVM. — Le Hard-SVM

donne le classifienr linéaire h_ ; ont (v, b) es? solution de :

minimiser en (w, b)  |w],

soumis aux contraintes Vi € [n], y,((w,x;) +b) > 1.

Démonstration. — Voir TD. L]



3. CAS GENERAL : SOFT-SVM

Le Hard-SVM n’est défini que lorsque Iéchantillon d’apprentissage est li-
néairement séparable, il donne alors un hyperplan séparateur. On présente dans
ce paragraphe le Soft-SVM qui est lui toujours bien défini, et qui donne un clas-
sifieur linéaire en tolérant que des points x; se retrouvent du mauvais coté de
Ihyperplan.

DEFINITION. — Soitn > let S = (x;, 9,)icpy) € F (%, Y) un échantillon.
Soit A > 0 un réel. Lalgorithme Soff-SVM (avec hyperparamétre A) donne le

classifieur linéaire b_ ; ot (w, b, &}, ..., §,) est solution de :
w,

n
minimiser en (w, b, %}, ..., §,) A ||W||§ += 2%
g

soumis aux contraintes Vi € [n], y;,({w, x;) +b) >1—§;
Vien, §&>0.

REMARQUE. — Contrairement au Hard-SVM, le Soft-SVM autorise des viola-
tions (mesurées par les §;), cest-a-dire des points x; qui se retrouvent soit dans la
marge, soit du mauvais coté de 'hyperplan.

REMARQUE. — La quantité minimisée comporte deux termes : A ||w||§, qui en-
courage les grandes marges; et 1 37 & qui pénalise les violations. Le choix de
Ihyperparametre A contrdle 'importance relative des ces deux termes.
REMARQUE. — De fagon similaire 4 la minimisation du risque empirique régu-
larisée, lorsque 'hyperparametre A croit, la complexité de l'algorithme diminue
et son biais augmente.

PROPOSITION. — Formulation équivalente du Soft-SVM. — Le Soft-SVM (avec
hyperparamétre )) donne le classifienr by, ; ot :

. : 1 ¢
(w,b) = argmin <A Hw”i + =Y max(0,1— y, ((w, x;) + b))
(w,b)ER4 xR "3

REMARQUE. — La proposition précédente montre que le Soft-SVM peut étre
vu comme une minimisation du risque empirique avec régularisation Ridge dans

un probléme auxiliaire de régression défini par : ensemble dentrées % = R,
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lensemble de sorties % = R, le méme échantillon d’apprentissage S =S, laclasse
de prédi¢teurs :

F = {Guw: ¥ (w, %) + b} epes
beR

ainsi que la fon&ion de perte dite charniére (hinge loss en anglais) :

Vy,y €%, Uy y)=max(0, 1— yy).
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