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Les méthodes a noyaux permettent de transporter les entrées d'un probleme
dans un autre espace, souvent plus grand, parfois méme de dimension infinie. Il
existe deux raisons principales pour lesquelles cela peut étre avantageux.

La premicre est que dans un espace plus grand, il peut étre plus facile, par
exemple dans un contexte de classification binaire, de classifier corretement les
entrées a I'aide d’'un hyperplan séparateur. Ainsi, cela permet d'utiliser les algo-
rithmes donnant des prédi¢teurs linéaires et d'améliorer la qualité des prédic-
teurs obtenus.

La seconde raison est que dans certains problemes, l'ensemble dentrées n'est
pas un espace préhilbertien, ce qui rend impossible 4 priori Iutilisation des pré-
dicteurs linéaires. Cependant, en utilisant une application qui va transporter les
entrées dans un espace préhilbertien, il devient possible de considérer des pré-
di¢teurs linéaires dans ce nouvel espace.

I. EXEMPLE INTRODUCTIF

On considére un contexte de classification binaire en dimension 1 avec & =
R pour ensemble dentrées et % = {—1, 1} pour ensemble de sorties. La classe
des classifieurs linéaires sécrit :

F ={b,,: x> sign(wx +b)},er
beR



dont I'allure, dans le cas w > 0, est représentée ci-apres :

hw,b<x>

—1

Si on imagine un échantillon § = (x;, y;),¢[,) de la forme suivante :

+ o+ —— — o+ o+ o+
0 =R

on voit quil n'est pas linéairement séparable, et donc aucun classifieur linéaire
n'est satisfaisant. L'idée clé est quon peut tranéporter les entrées dans un espace
plus grand ot les classes seront, on I'espere, plus facilement séparables. On consi-
dere le probleme auxiliaire suivant :

— & = R? un espace dentrées augmenté (quon appellera espace de redes-

cription);

— Tlapplication :

'\l/ : X — SNE
x — (x,x%)

qu’on appellera applz'm/tion de redescrzption, pour transporter les entrées
(xi)ie[n] ;

— Téchantillon S = (V(x;), J’i)ie[n]‘

ot

o+
é%l
ot




On voit que Iéchantillon S et linéairement séparable. Autrement dit, il existe
w e Rreth € R tels que le classifieur linéaire lom; prédit correGtement les

exemples de S. Le prédicteur correspondant dans le probléme initial est b oV,
qui n'est pas un prédicteur linéaire.

2. ESPACE DE REDESCRIPTION

Quelques rappels sur les produits scalaires.

DEFINITION. — Produit scalaire. — Soit E un espace vectoriel réel. Un produit
scalaire est une application ¢: E x E — R telle que :

(i) Pourtoutx € E,lesapplications y = &(x, y) et y = &(y, x) sont linéaires,
(ii) Vx,y € E, ¢(x,y) = ¢(y, %),
(iii) Vx € E, ¢(x,x) =0 = x =0,
(iv) Vx € E, ¢(x,x) > 0.
On note souvent ¢(x, y) = (x, y).

DEFINITION. — Epace préhilbertien. — Un espace vetoriel réel muni d’un pro-
duit scalaire (E, (-, -)) est appelé efpace préhilbertien. On note ||x| = |x||; =

V/ {x, x) la norme associée.

DEFINITION. — Soit % un ensemble quelconque et (%, (-, )
préhilbertien.

5) un espace

(i) Onappelle ﬂpplzca/tzon de redescription (ou feature map) de % dans % toute
application V: % — .

(ii) On appelle noyan associé 2 application K: & x & — R définie par :
Vex € %, Kixx) = (Wlxh V() (+)
DEFINITION. — Une application K: % x % — R est un noyau sil existe un
espace préhilbertien % tel que (+) soit vérifié,
3. APPRENTISSAGE DANS LESPACE DE REDESCRIPTION

On présente dans ce paragraphe le principe de lapprentissage dans un espace
de redescription et on le détaille dans I'exemple de la régression polynomiale.
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Soit & et Y deux ensembles quelconques, n > 1et S = (x;, y)icpy €

#(%, Y) un échantillon. Soit % un espace préhilbertien et ¥: & — % une
application de redescription. On considere un probléme dapprentissage auxiliaire
avec:

— & pour ensemble deentrées,

— % pour ensemble de sorties,

— S = (V(x;), ¥;)ie[n pour échantillon d’apprentissage,
— une classe de prédicteurs linéaires sur % :

{CP ° giz]y}ﬁgeé: )

beR

F

pour une certaine fon&ion ¢: R — %.

On construit un prédicteur [ € F. Le prédi¢teur correspondant dans le
probleme initial est alors :

F=Few
REMARQUE. — Laclasse de prédi¢teurs correspondante dans le probléme initial
est:
¥ = {¢ ° &b ° \V}@eﬁfy :

beR

EXEMPLE. — Régression polynomiale. — Le probleme initial a pour ensembles

dentrées et de sorties & = Ret % = R. Soit m > 1et & = R™ muni de son
produit scalaire canonique. On considere application de redescription :

v: R — R™

x = (x,x%, ., 57,

Dans 'espace de redescription %, on considére les prédi¢teurs linéaires :
¥ = {g@’l;: X (w, %) + b}@eR.
beR

Pour (@, b) € R” xR, le prédi¢teur correspondanta g 5 dansle probleme initial
37 . w,
est 2-7° VY, qui s€crit :

~ ~

VxeF, (gyjoV)(x) = (@, V(x)) +b= Y Wk +b.

+



Par conséquent, la classe de prédicteurs correspondante dans le probleme initial
est:

m ~
¥ = X = Z ﬁ)kxk + b s
k=1 weR”
beR

autrement dit celle des fonctions polynomiales de degré inférieur a 7.

4. ASTUCE DU NOYAU

On présente dans ce paragraphe I'astuce du noyau qui permet 'apprentissage
de prédicteurs linéaires dans l'espace de redescription sans avoir & manipuler ex-
plicitement cet espace de redescription qui peut étre de dimension grande, voire
infinie.

On se donne un cadre initial d’apprentissage avec % et % des ensembles quel-
conques dentrées et de sorties, ¢: % x % — R une fon&ion de perte, » > 1 un
entier et S = (x;, ¥;)iep) € % (%, %) un échantillon d'apprentissage.

On considere également un cadre auxiliaire d’apprentissage dans un espace
de redescription %. Spécifiquement, soit (&, (-, -)) un espace préhilbertien,
V: & — % uneapplication de redescription, K le noyau associé, et léchantillon
d’apprentissage :

S= (V(xy), J’i)ie[ﬂ]‘

Soit¢: R — % et on considere dans % les prédicteurs linéaires associés & ¢ :

F={fustyer o0 fup(®) =¢((w, %) +b).

beR

Soit A > 0. On considere 'algorithme qui donne dans le probléme initial le

prédi¢teur : JA[ = f@,é o ou:

@) = asgemin § 1330l Fuatvle) + 5 (Il + ) £
wedk i=
beR

ce qui correspond a la minimisation du risque empirique avec régularisation
Ridge dans le probleme auxiliaire.



REMARQUE. — (*) edt un probléme doptimisation sur % x R. La dimension
de l'e§pace de redescription & peut étre grande, voire infinie. Gréice a l'astuce du
noyau présenté ci-dessous, on va pouvoir simplifier (+) en un probleme d'opti-
misation sur R” x R et rendre ainsi la solution calculable.

THEOREME. — Théoréme de représentation. — Soit (v, b) € % x R solution de
(%). dlors, w € Vectyc, V(x;). Autrement dit, il existe o, = (e, ..., a,,) € R” tel
que :

=3 ay(x).
=1

U]

Démonstration. — Voir TD.

DEFINITION. — Matrice de Gram. — Soit m > 1 un entier et (%, (-, -)) u
espace préhilbertien. La matrice de Gram associée ala famille (xy, ..., x,,) € &

est définie par :
(v xi)) s

NOTATION. — On rappelle quon note A" la transposée d'une matrice A. Si x
est un veceur de taille m, il est vu comme un ve&eur colonne (cest-a-dire une
matrice de taille 72 x 1) dans un contexte de calcul matriciel. x " désigne alors la
matrice de taille 1 X 7 (horizontale) correspondante.

I B

COROLLAIRE. — Astuce du noyau. — Soit G la marrice de Gram associée a la

Sfamille (V(x;), ..., V(x,)). Soit (a, é) défini par :

(a, l;) = argmin {% Y.y d(a'Ge; + b)) + %(o&TGoc + bz)} , (33%)
wER? i1
beR

ot pour i € [n] on note e; le i-éme vecteur de la base canonique de R*. On pose :

Alors, (w, l;) est solution de (). De plus,

Vx € %X, (fppoV)(x)=9¢ (}n:&iK(xi, x) + @) :



Démonstration. — Soitw € %,b € Reta € R tels que w = ¥ | a; ¥ (x;).
Notons alors :

)= 5 B0 Fuatblo) + 3 (il +7),

S

et on peut écrire :

_ % 3 € 0w, ¥ () + b)) + % (bt +22)
i=1

-, 2 (y s (kz o (), 4() + b) )
i= =1
+ % <<i1 oV (x;), i“iW(xi)> + bz)

= 21 0(y;> $('Ge; + b)) + % (2'Ga+ b?) .
Notons :

A (a'Ga 4 b*) .

1 o
;Ele Gei+b))+2

Soit (@, b") une solutlon de (x). D’apres le théoreme de représentation, il existe
2’ e R"telquew’ = Y7  a/¥(x;). Onaalors:

F(@,b) = H(@ b) <H@,b') = F@, ).
oul 1negahte est valable car (oc b) est solution de () par hypothcsc On adonc

F(@,b) < F(@',b'). Or (&, b') est solution de (). (@, b) est donc ¢galement
solution de (x).
Enfin, pourx € %,

(Fa3o W) = ¢ (@ v(x) +b)



REMARQUE. — Si on sait calculer K, grice 4 'astuce du noyau, on peut calculer
le prédicteur f_ ;o ainsi que ses prédictions (f; ;o¥)(x) sans avoir a manipuler

w,

ni y, ni aucun ve¢teur dans %.

5. CARACTERISATION DES NOYAUX

DEFINITION. — Soit 7 > 1 un entier. Une matrice réelle M = (M, )1; j<,y est
(semi-définie) positive si :
(ii) Yu € R”, u™™Mu > 0.

THEOREME. — Caractérisation des noyaux. — Soit % un ensemble quelconque et
K: % x % — R. Les deux propositions suivantes sont e’quiwzlmtes :

(i) Il existe un eSpace préhilbertien I et une application V= % — % tels que K
est le noyau associé.

(ii) Pour toutm > 1, et (xy, ..., x,,) € X", la matrice (K(x;, %;))1<;, jm €57
semi-définie positive.

Démonstration. — Voir le TD pour le sens direct. Le sens indire¢t est admis.
]
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