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Les exercices sont indépendants. Toute afhirmation devra étre justifiée, a I'exception du pre-
mier exercice. Il n'est pas interdit d’admettre certains éléments de démonstration (voire des ques-
tions enticres) afin de ne pas rester bloqué, mais cela doit étre mentionné. Il n'est pas nécessaire
de traiter I'ensemble du sujet pour obtenir une bonne note.

EXERCICE 1 (Questions de cours). — Répondre aux questions sans justification.

1) Donner la définition d'une classe de prédicteurs linéaires. Donner deux exemples d’algo-
rithmes d’apprentissage donnant des prédicteurs linéaires.

2) Donner la définition de la minimisation du risque empirique régularisé. Donner un exemple.
3) Donner une définition informelle du sur-apprentissage et du sous-apprentissage.

4) Expliquer comment diminuer le sur-apprentissage avec 'algorithme donné en exemple  la
question 2) ci-dessus.

5) Comment diminuer le sur-apprentissage lorsquon utilise I'algorithme des & plus proches voi-
sins ?

EXERCICE 2 (k plus proches voisins). — On se place dans un cadre de classification avec l'ensemble
dentrées & = [0, 10] et lensemble de sorties % = {0, 1}. On considére sur % la distance :

p(x, x") = |x — x']|.
On dispose de I'échantillon d’apprentissage suivant :
§=1((0,0),(3,1),(4,1),(6,0), (9,0)).

1) Représenter graphiquement les données d’apprentissage.
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2) Pourl < k < 5, 0n note f® le prédicteur kNN (pour la distance p) construit avec S. Pour

~

les valeurs k € {1, 2,5}, donner (sans justifier) lexpression de f*).

~

3) Pour chaque k € {1,2,5}, calculer lerreur d’apprentissage de (¥

EXERCICE 3 (Détection de sous-mots). — Soit Z un ensemble fini appelé alphaber. Soit d > 1un
entier et on définit :
x,= ) =

1<k<d

% 4 estappelé ensemble des 7205 sur Ialphabet X de longueur au plus d. Pour chaque motv € %,
on note |v| la Jongueur de v, autrement dit, lentier tel que v € =P/, et on note :

V= ('Ul, ceey U|U|).
Pour v, v’ € & 4, on dit que v est un sous-mot de v’ §'il existe un entier k > 0 tel que:
r_ ’ / ’
V' = (V] s U Uy s Dy Vht ol 410 -+ Viy))-

On note alorsv < v'.
On considere un probleme d’apprentissage ou Iensemble dentrées est &, et l'ensemble de
sorties % = {—1,1}. Pour chaque motv € % ;, on définit le prédi¢teur f, par:

1 siv < x
Vx € %, fv(x):{_l sinon.

et on considere la classe de préditeurs :
F = {f e,
On définit lapplication K: % ; x % ; — R par:
Vx,x' € &y, K(x,x')=Card{ve T, |v<xetv <x'},

ou Card désigne le cardinal de I'ensemble.

1) Trouver un espace préhilbertien (&, (-, -)) et une application V: %, — & tels que K est le
noyau associé, cest-a-dire :

Vnw € Ty Kionx) = (), V).
2) Montrer que pour toutv € % 4, il existe un prédicteur linéaire ]‘v: % — Rrelque f, = ]”onl/.

EXERCICE 4 (Caractérisation des noyaux). — Pour tout entier m > 1, on rappelle quune matrice
réelle M de taille m x m et dite semi-définie positive si pour tout u € R™,

u'Mu > 0.

Soit & un ensemble quelconque.



1) On suppose dans cette question quon a (&, (-, -)) espace préhilbertien, ¥ : & — %, et
K: % x % — Rle noyau associé. Soit xi, ..., x,, € %. Montrer que la matrice :

G = (K(x; %) )1<i hm

est symétrique semi-définie positive.
On souhaite & présent établir la réciproque. Soit K : % x % — R une application telle que pour
toutentierm > lettousxy, ..., x,, € %, lamatrice (K(x;, x;))1<; k<, €St symétrique semi-définie
positive.

Le but de lexercice et de montrer que K est un noyau, autrement dit qu'il existe une appli-
cation de redescription a valeurs dans un espace préhilbertien dont le noyau associé est K.

Pour x € %, on note K, la fon&ion K, : x’ — K(x, x’). Soit & le sous-espace ve&oriel de
R¥ engendré par les fon&ions (K, ), . Soit A lensemble des vecteurs e = (at,) 5 € R” ayant
un nombre fini de coefficients non-nuls. % peut donc sécrire :

% = { Z ocxKx} ,
xEX acA

ot la somme est bien définie car seul un nombre fini de termes est non-nul.
Soit %, %" € &. llexiste o, p € A tels que

X = E a K, et X = E B.K..

x€X x€X

On pose alors :
~ ~y ’
(%, X)) = E a B K(x, x),
x,x'€X

ou la somme a bien un sens car seul un nombre fini de termes et non-nul. Lobjectif des ques-
tions ci-dessous et de montrer que (-, -) est bien un produit scalaire sur % et qu’il existe une
application ¥ : & — % telle que K et le noyau associé.

2) Montrer que la valeur de (%, ¥") ne dépend pas du choix des coefficients () .cq et (By) ey
(qui peuvent ne pas étre uniques).

3) Montrer que (-, -) est bilinéaire et symétrique.
4) Soit ¥ € %. Montrer que (%, %) > 0.
5) Soit% € & et x € %. Pour \ € R, en considérant la quantité
(A\x + %(0)K,, Ax + %(x)K,),
montrer que :
%(x)* < %(x)? (%, %) K(x, x).
6) En déduire quesi X € & est tel que (%, %) = 0, alors ¥ = 0.

7) Montrer que K est le noyau associé & une application de redescription ¥ : & — % 4 préciser.
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