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EXERCICE 3 (Détetion de sous-mots). —

1) Onconsidére & = R*< munide son produit scalaire canonique et on définit

\l/par:
Vx & -%d: W(x> = (ﬂ{”<x})ue%’d ’

ot Iy, = 1siv < x,et Iy, = 0sinon. Alors, pour x, x € % j,ona:

<'\II(X), W(xl» = E ]l{v<x}]1{v<x/} = E 1{v<xetv<x/}

Ue%d l)e.%.d

=Card{v e ¥, |v<xetv <x"} =K(x,x").

2) Soitv € %, On pose &(u) = 2u — 1 et on note ¢, le vecteur de la base
canonique de R*¢ associé a v, autrement dite, = (1y,_,/}), cq,- Onnote g,

l'application définie par g, (%) = (e,, X), pour X € %. Alors, f, = do g, st
bien un prédicteur linéaire sur %. Et pour x € %,

(fooW)(x) = ¢ (e V() = ¢ (L) = fol).

EXERCICE 4 (Caractérisation des noyaux). —
1) Voir TD.



2) Soit %, %" € &. lexiste o, B € A tels que

f=YaK, e =Y BK.

xeX x€X

Supposons qu'il existe o’ € A tel que X sécrit aussi :

x= ), alK,.
x€X
Alors,on a:
%7 = Y aBuKmx)= Y b Y aKmx)= Y b Y wK (x)
x,x' €% x'ex xe% x'€x X€X
= Y pE) = ¥ B T K ()= Y aluK(x ).
x'€x x'€x xe% xx' €X

(%, ") ne dépend donc pas du choix des coefficients (e, ) . 4. De méme pour
les coefhicients (B,).cq-

3) Soitx, X', X" € & sécrivant :

= YaK, ¥=YpK., =Y1K

xeX xeX xeX

Soit {x;, ..., x,} lensemble des x € % tels que a, ou B, est non-nul. Par
hypotheése, la matrice (K(x;, %)) 1<; ¢<,, €5t symétrique. On a alors

<5€’;C/>: Z OLxBx/K<X,X/): Z ocxinkK<xi’xk)

x,x' €% 1<i,k<n

- E BXkaxiK('xk’ x;) = (¥, %)

1<i, k<n

(-, -) est donc symétrique.
Soit A € R.Ona:

0% %) = Y Oa)boKxx) =% Y aB.K(x,x)=h(%F).

x,x'€X x,x'€X



6)

7)

On a également :

(%% +x") = X By +v0)Kx )

x,x'€X
= Z “xBx’K(x’ 'x,> + Z axYx’K<x’ x/)
x,x'€X x,x' €%

~ o~y

= (X%, %) + (X%, %") .
(-, -) est bien bilinéaire.

Soita € Atelquex =Y . a K et {x,...,x,} lensemble des x € & tels

que o, est non-nul. En notant G = (K(x;, X4) )1 g €T # = (2 )1<icy» ON
a:

(% %)= ) au.Kxx)= )] o, o, K(x;, %) = u'Gu > 0.
x,x' €% 1<n,k<n
car G est semi-définie positive par hypothese. (-, -) est donc positive.
La quantité considérée est positive d’apres la question précédente. En déve-
loppant grice ala bilinéarité, on a:
0 < (A +x(x)K,, Ax + X(x)K,)

=W (%, %) + 20%(x) (%, K,) + %(x)* (K, K,)

=N (%, X) + 20%(x)* + X(x)*K(x, x).
Cette quantité est un polyndéme de degré 2 en A, et est toujours positive. Le
discriminant et donc négatif :

45%(x)% — 4 (%, %) X(x)*K(x, x) < 0,

dou le résultat.
Pour % € %, si (%, %) = 0 I'inégalité de la question précédente entraine que
%(x) = 0 pour tout x € %, autrement dit X = 0.

D’apres les questions précédentes, (-, ) est bien un produit scalaire. On
considere l'application ¥ : x + K. K est alors le noyau associé a ¥ car
pour tous x, x € % :

(W (%), ¥(x)) = (K, Ky) = K(x, &),

ou la derniére égalité découle de la définition de (-, -).
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