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1) Pour i ∈ [n], on a

xix⊤
i = ⎛⎜

⎝

xi1
⋮
xid

⎞⎟
⎠

(xi1,… , xid) = (xijxik)1⩽j,k⩽d.

Donc

A =
n

i=1

xix⊤
i = (

n

i=1

xijxik)
1⩽j,k⩽d

.

2) Pour w ∈ Rd, F peut s’écrire :

F(w) = 1n
n

i=1

1
2 (yi −

d

j=1

wjxij)
2

+ λ2
d

j=1

w2j.

F est donc différentiable par théorèmes d’opérations. Pourw ∈ Rd et 1 ⩽ j ⩽
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d, on a

∂F
∂wj

(w) = 1n
n

i=1

1
2(−2xij) (yi −

d

j′=1

wj′xij′) + λ22wj

= 1n
d

j′=1

wj′

n

i=1

xijxij′ − 1n
n

i=1

yixij + λwj

= 1n(Aw)j − 1nbj + λwj.

Donc

∇F(w) = ( ∂F
∂wj

(w))
1⩽j⩽d

= 1n(Aw − b) + λw.

3) ŵ étant un minimiseur de la fonction F qui est différentiable surRd tout en-
tier, on a ∇F(ŵ) = 0, autrement dit :

Aŵ − b + λnŵ = 0.

4) Soit μ une valeur propre deA et u ≠ 0 un vecteur propre associé, autrement
dit :

Au = μu.
En multipliant à gauche par u⊤ :

u⊤Au = μu⊤u.

D’une part on a que

u⊤u =
d

j=1

u2j > 0

et d’autre part :

u⊤Au = u⊤(
n

i=1

xix⊤
i ) u =

n

i=1

u⊤xix⊤
i u =

n

i=1

(x⊤
i u)⊤(x⊤

i u) =
n

i=1

d

j=1

(x⊤
i u)2j ⩾ 0.

Nécessairement, on a μ ⩾ 0.
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5) Montrons qu’aucune valeur propre deA + λnId n’est nulle, ce qui équivaut
à dire que la matrice est inversible. Soit μ une valeur propre de A + λnId et
u ≠ 0 un vecteur propre associé. On a alors

(A+ λnId)u = μu

ce qui se réécrit :
Au = (μ− λn)u.

μ−λn estdonc une valeur propre deA et estdonc positive d’après la question
précédente. Donc

μ ⩾ λn > 0,
car λ > 0 par hypothèse. En particulier μ ≠ 0.

6) L’équation obtenue à la question 3 peut s’écrire

(A+ λnId)ŵ = b.

Donc
ŵ = (A+ λnId)−1b.

•

3


