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Exercice 1. —
1)

⟨w, v⟩ + b = ⟨w, x − (⟨w, x⟩ + b)w⟩ + b
= ⟨w, x⟩ − (⟨w, x⟩ + b) ‖w‖22 + b
= 0,

car ‖w‖2 = 1 par hypothèse.
2) On a

min
x′∈Rd

⟨w,x′⟩+b

‖x − x′‖2 ⩽ ‖x − v‖2 = √⟨x − v, x − v⟩

= √⟨(⟨w, x⟩ + b)w, (⟨w, x⟩ + b)w⟩

= √(⟨w, x⟩ + b)2 ‖w‖22
= |⟨w, x⟩ + b| .
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3)

‖x − u‖22 = ‖x − v + v − u‖22
= ‖x − v‖22 + 2 ⟨x − v, v − u⟩ + ‖v − u‖22
⩾ ‖x − v‖22 + 2 ⟨x − v, v − u⟩ .

Or, on a

⟨x − v, v − u⟩ = (⟨w, x⟩ + b) ⟨w, v − u⟩ = (⟨w, x⟩ + b)(⟨w, v⟩ − ⟨w, u⟩)
= (⟨w, x⟩ + b)(−b + b) = 0,

d’où le résultat.
4) On a donc

min
x′∈Rd

⟨w,x′⟩+b

‖x − x′‖2 = |⟨w, x⟩ + b| .

Exercice 2. —
1) Du fait que (ŵ, ̂b) est une solution de (∗), il découle que μ > 0. On a donc :

hw̃, ̃b(x) = sign(⟨w̃, x⟩ + ̃b) = sign(⟨μŵ, x⟩ + μ ̂b)
= sign(μ(⟨ŵ, x⟩ + ̂b)) = sign(⟨ŵ, x⟩ + ̂b) = hŵ, ̂b.

2) (w̃, ̃b) satisfait les contraintes de (∗∗) : en effet, pour tout i ∈ [n], on a

yi(⟨w̃, xi⟩ + ̃b) = yi(⟨μŵ, xi⟩ + μ ̂b) = μyi(⟨ŵ, xi⟩ + ̂b)

= (min
i′∈[n]

yi′(⟨ŵ, xi′⟩ + ̂b))
−1

(yi ⟨ŵ, xi + ̂b⟩)

⩾ 1.

Montrons que w̃minimise la fonction objectifw ↦ ‖w‖2. Soit (w, b) ∈ Rd×
R qui satisfait également les contraintes de (∗∗) :

∀i ∈ [n], yi(⟨w, xi⟩ + b) ⩾ 1,
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et montrons ‖w‖2 ⩾ ‖w̃‖2. On considère w0 = w/ ‖w‖2 et b0 = b/ ‖w‖2. On
a alors ‖w0‖ = 1 et pour tout i ∈ [n],

yi(⟨w0, xi⟩ + b0) = 1
‖w‖2

yi(⟨w, xi⟩ + b) > 0.

Autrement dit, (w0, b0) satisfait les contraintes de (∗). Donc, (ŵ, ̂b) étant par
définition solution de (∗) on a :

min
i∈[n]

∣⟨ŵ, xi⟩ + ̂b∣ ⩾ min
i∈[n]

|⟨w0, xi⟩ + b0| .

En remplaçant ci-dessus w0 et b0 par leurs définitions, on a :

min
i∈[n]

∣⟨ŵ, xi⟩ + ̂b∣ ⩾ min
i∈[n]

∣⟨ w
‖w‖2
, xi⟩ + b

‖w‖2
∣ = 1

‖w‖2
(min

i∈[n]
|⟨w, xi⟩ + b|)

⩾ 1
‖w‖2
,

où la dernière inégalité découle du fait que (w, b) satisfait par définition les
contraintes de (∗∗) et que yi ∈ {−1, 1}. On a donc

‖w‖2 ⩾ (min
i∈[n]

∣⟨ŵ, xi⟩ + ̂b∣)
−1

= μ = μ ‖ŵ‖ = ‖w̃‖ ,

D’où le résultat.
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