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Exercice 1. —Distance d’un point à un hyperplan. — Soit (w, b) ∈ Rd × R et
x ∈ Rd. On suppose ‖w‖2 = 1. On considère le point v = x − (⟨w, x⟩ + b)w.
1) Montrer que ⟨w, v⟩ + b = 0.
2) En déduire que

min
x′∈Rd

⟨w,x′⟩+b=0

‖x − x′‖2 ⩽ |⟨w, x⟩ + b| .

3) Soit u ∈ Rd tel que ⟨w, u⟩ + b = 0. Montrer que

‖x − u‖2 ⩾ ‖x − v‖2 .

4) Conclure.

Exercice 2.— Soit (xi, yi)i∈[n] ∈ 𝒮(Rd, {−1, 1}) un échantillon linéairement
séparable. On considère les deux problèmes d’optimisation suivants.

maximiser min
i∈[n]

|⟨w, xi⟩ + b|

soumis aux contraintes ‖w‖2 = 1
∀i ∈ [n], yi(⟨w, xi⟩ + b) > 0.

(∗)
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minimiser ‖w‖2
soumis aux contraintes ∀i ∈ [n], yi(⟨w, xi⟩ + b) ⩾ 1. (∗∗)

Soit (ŵ, ̂b) une solution de (∗). On pose :

μ = (min
i∈[n]

yi(⟨ŵ, xi⟩ + ̂b))
−1
,

et on considère
w̃ = μŵ et ̃b = μ ̂b.

1) Montrer que hw̃, ̃b = hŵ, ̂b.

2) Montrer que (w̃, ̃b) est solution de (∗∗).
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