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Exercice 1. — Pour x, x′ ∈ R2,

K(x, x′) = ⟨x, x′⟩ = (x1x′
1 + x2x′

2)2 = x21 (x′
2)2 + 2x1x′

1x2x′
2 + x22(x′

2)2.

On pose ψ ∶ R2 → R3 définie par

ψ ∶ (x1, x2) ↦ (x21 ,
√
2x1x2, x22).

On a bien alors :

∀x, x′ ∈ R2, ⟨ψ(x), ψ(x′)⟩R3 = x21 (x′
2)2 + 2x1x′

1x2x′
2 + x22(x′

2)2 = K(x, x′),

K est le noyau associé à ψ.

Exercice 2. — Noyau polynomial. — On note [d] = {1,… ,d}. Pour x, x′ ∈
Rd,

K(x, x′) = ⟨x, x′⟩m

= (x1x′
1 + ⋯ + xdx′

d) × (x1x′
1 + ⋯ + xdx′

d) × ⋯ × (x1x′
1 + ⋯ + xdx′

d)

= 
(j1,…,jm)∈[d]m

m

k=1

xjkx
′
jk = 

(j1,…,jm)∈[d]m
(

m

k=1

xjk) (
m

k=1

x′
jk) .
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Soit �̃� = R([d]m) On considère ψ ∶ Rd → �̃� définie par

ψ ∶ ⎛⎜
⎝

x1
⋮
xd

⎞⎟
⎠

⟼ (
m

k=1

xjk)
(j1,…,jm)∈[d]m

On considère sur �̃� le produit scalaire canonique : pour u, v ∈ �̃�,

⟨u, v⟩�̃� = 
(j1,…,jm)∈[d]m

u(j1,…,jm)v(j1,…,jm).

Alors, on a pour x, x ∈ Rd :

⟨ψ(x), ψ(x′)⟩�̃� = 
(j1,…,jm)∈[d]m

(
m

k=1

xjk) (
m

k=1

x′
jk) = K(x, x′).

K est donc bien un noyau.

Exercice 3. —Noyau gaussien
1) SoitN ⩾ 0. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

N

m=0

|umvm| ⩽
√√√
⎷

N

m=0

u2m
√√√
⎷

N

m=0

v2m ⩽
√√
⎷

+∞

m=0

u2m
√√
⎷

+∞

m=0

v2m.

La série∑ umvm converge absolument, donc converge.
2) �̃� est inclus par définition dans l’espace vectoriel RN. Montrons que �̃� est

un sous-espace. Pour u, v ∈ �̃� et λ ∈ R, on a que la série∑(λum)2 converge,
donc λu ∈ �̃�. Pourm ⩾ 0, on a :

(um + vm)2 = u2m + 2umvm + v2m.

On sait que les séries ∑ u2m, ∑ v2m et ∑ umvm convergent, donc ∑(um + vm)2
aussi. Donc : u + v ∈ �̃�. �̃� est bien un sous-espace.

3) Soit u, v,w ∈ �̃� et λ ∈ R.
— Bilinéaire. —On a pourN ⩾ 0,

N

m=0

(um + vm)wm =
N

m=0

umwm +
N

m=0

vmwm.
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et
N

m=0
λumvm = λ

N

m=0

umvm.

En passant à la limite quandN→ +∞, on obtient :

⟨u + v,w⟩�̃� = ⟨u,w⟩�̃� + ⟨v,w⟩�̃� et ⟨λu, v⟩�̃� = λ ⟨u,w⟩�̃� .
— Symmétrique. — PourN ⩾ 0,

N

m=0

umvm =
N

m=0

vmum,

et en passant à la limite quandN→ +∞, on obtient ⟨u, v⟩�̃� ⟨v, u⟩�̃�.
— Positive. — PourN ⩾ 0, on a

N

m=0

umum ⩾ 0

et ⟨u, u⟩�̃� ⩾ 0 en passant à la limite quandN→ +∞.
— Définie. — Si ⟨u, u⟩ = 0, on a pour toutm ⩾ 0 :

0 ⩽ u2m ⩽
N

m′=0

u2m′,

ce qui entraîne 0 ⩽ u2m ⩽ 0 en passant à la limite quand N → +∞,
autrement dit um = 0. Donc u = 0.

4) Pour x, x′ ∈ R,

K(x, x′) = exp(−(x − x′)
2 ) = exp(−x2

2 + xx′ − (x′)2
2 )

= exp(−x2
2 ) exp(−(x′)2

2 )
+∞

m=0

(xx′)m
m!

=
+∞

m=0

(e−x2/2xm√
m!

) (e−(x′)2/2(x′)m√
m!

) .

On définit :

∀x ∈ R, ψ(x) = (e−x2/2xm√
m!

)
m⩾0

.
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Pour tout x ∈ R, on a bienψ(x) ∈ �̃� car la série∑( xm√
m!)
2 converge (de limite

ex2). Et on a bien :

∀x, x′ ∈ R, ⟨ψ(x), ψ(x′)⟩�̃� = K(x, x′).

•
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