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EXERCICE 1. — Pour x, x’ € R?,
K (') = (') = (] + 3,0)% = 52(3)° + 2]y} + 533
On pose ¥ : R? — R3 définie par
Ve (5, %) 1 (5, V200, 23).
On a bien alors :
Vax R, () W g = ) + 2y + B4 = K(w, ),
K est le noyau associé a .

EXERCICE 2. — Noyau polynomial. — On note [d] = {1, ..., d}. Pour x, x" €

= G ) o ) X G )

(e JEld]” k=1 (jl ~~~~~ Jm)Eld]”



Soit % = RU4™) On considére VE R4 — % définie par

xl m
Vil i | ( x ]-k)
X4 k=1 (jireror €L

.....

K est donc bien un noyau.

EXERCICE 3. — Noyau gaussien
1) Soit N > 0. En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

N N N +oo —+oo
)y \umva\] Zui\l Ev%d ZuN 3wz
m=0 m=0 m=0 m=0 m=0

.
La série Y, u,,v,, converge absolument, donc converge.

2) & est inclus par définition dans lespace vectoriel RY. Montrons que % est
un sous-espace. Pour u, v € & et ) € R, on a que la série 3} (Au,,)? converge,
donc A € %.Pourm > 0,0na:

(thy, + v,,)* = 112, + 20,0, + V2.

On sait que les séries ) 42, ¥ v2, et ¥ u,,v,, convergent, donc ¥ (,, + v,,)*
aussi. Donc:u +v € . % est bien un sous-espace.

3) Soitu,v,w e & et A € R.
— Bilinéaire. — On a pour N > 0,

N N N
E (um + vm)wm = Z UpW,y, + E VWi
m=0 m=0 m=0



ct
N N
3 Mty =N 0,

En passant a la limite quand N — +o0, on obtient :

(u+v,w); = (u,w)

& 5 T <U’ w> 5 et O\u, U>L~% =\ (u, w>

& & &

— Symmeétrique. — Pour N > 0,

N N
E UV = Z Vinlm»
m=0 m=0

et en passant & la limite quand N — +co, on obtient (u, v) 5. (v, u)
— Positive. — Pour N > 0,on a

%.

N
E u,,u,, >0
m=0

et (#, u) 5. > 0 en passant a la limite quand N — +co.
— Définie. — Si (u, u) = 0, on a pour toutm > 0:

N
0<u, < D),
m’ =0

ce qui entraine 0 < #2, < 0 en passant 2 la limite quand N — +oo,

autrement dit #,, = 0. Doncu = 0.
4) Pour x, x’ € R,

K(x, x") = exp (_(x —2x’)> = exp (—%2 + xx’ — O;)z)

B +oo e—xZ/me e—(x/)z/Z(x/)m
-3 (50 ()

Vx ER, Y(x) (e_xZ/zxm>
x € R, x) = | —— )
/)
m: m=>0

=

On défnit :

3



Pour tout x € R,onabien¥(x) € % carlasérie ] (\/x—;z—,)z converge (de limite

2 .
¢*"). Et on a bien :

Va,x' €R, (Y(x), ¥(x)) 5 = K(x, x).



