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Exercice 1. — Soit w∗ la projection orthogonale de ŵ sur Vecti∈[n]ψ(xi). Il
existe donc α1,… , αn ∈ R tels que

w∗ =
n
􏾜
i=1
αiψ(xi).

Et puisque ŵ − w∗ ∈ (Vecti∈[n]ψ(xi))⟂, on a pour tout i ∈ [n] :

⟨ŵ − w∗, ψ(xi)⟩ = 0,

autrement dit :
⟨ŵ, ψ(xi)⟩ = ⟨w∗, ψ(xi)⟩ .

Ainsi, pour tout i ∈ [n],

fw∗, ̂b(ψ(xi)) = ϕ(⟨w∗, ψ(xi)⟩ + ̂b) = ϕ(⟨ŵ, ψ(xi)⟩ + ̂b) = fŵ, ̂b(ψ(xi)).

(ŵ, ̂b) étant une solution par définition, on a :

1
n

n
􏾜
i=1

ℓ(yi,fŵ, ̂b(ψ(xi)))+
λ
2 (‖ŵ‖2 + ̂b2) ⩽ 1n

n
􏾜
i=1

ℓ(yi,fw∗, ̂b(ψ(xi)))+
λ
2 (‖w∗‖

2 + ̂b2) ,
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ce qui, en utilisant ce qui précède et le fait que λ > 0, se simplifie en :

‖ŵ‖2 = ‖w∗‖
2 .

Or w∗ étant la projection orthogonale de ŵ, on a :

‖w∗‖
2 + ‖ŵ − w∗‖

2 = ‖ŵ‖2 = ‖w∗‖
2 .

Cela entraîne ‖ŵ − w∗‖
2 = 0, autrement dit ŵ = w∗.

Exercice 2. — Pour 1 ⩽ i, k ⩽ m,

Gik = K(xi, xk) = ⟨ψ(xi), ψ(xk)⟩ = ⟨ψ(xk), ψ(xi)⟩ = K(xk, xi) = Gki.

G est symmétrique. Soit u ∈ Rm.

u⊤Gu = 􏾜
1⩽i,k⩽m

uiK(xi, xk)uk = 􏾜
1⩽i,k⩽m

ui ⟨ψ(xi), ψ(xk)⟩ uk = 􏾜
1⩽i,k⩽m

⟨uiψ(xi), ψ(xk)uk⟩

= ⟨
m
􏾜
i=1

uiψ(xi),
m
􏾜
k=1

ukψ(xk)⟩ = ∥
m
􏾜
i=1

uiψ(xi)∥
2

⩾ 0.

G est bien semi-définie positive.
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