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On rappelle le théorème qui donne l’existence et l’unicité de la projection
orthogonale sur un sous-espace de dimension finie d’un espace préhibertien. Il
sera utile dans le premier exercice.
Théorème.—Projection orthogonale.— Soit (E, ⟨ ⋅ , ⋅ ⟩) un espace préhilbertien
et F un sous-espace de dimension finie. Pour x ∈ E, il existe un unique xF ∈ F tel
que :

x − xF ∈ F⟂.
De plus,

‖x‖2 = ‖xF‖
2 + ‖x − xF‖

2 .

Exercice 1.—Théorème de représentation. — Soit𝒳,𝒴 deux ensembles quel-
conques, et ℓ ∶ 𝒴 × 𝒴 → R une fonction. Soit également (�̃�, ⟨ ⋅ , ⋅ ⟩) un es-
pace préhilbertien, ‖ ⋅ ‖ la norme associée, et ψ ∶ 𝒳 → �̃� une application. Soit
ϕ ∶ R → 𝒴 et on note pour (w, b) ∈ �̃� × R :

∀x̃ ∈ �̃�, fw,b(x̃) = ϕ(⟨w, x̃⟩ + b).
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Soit λ > 0, n ⩾ 1 un entier et (xi, yi)i∈[n] ∈ 𝒮(𝒳,𝒴) un échantillon. On
considère le problème d’optimisation suivant.

minimiser 1
n

n

i=1

ℓ (yi,fw,b(ψ(xi))) + λ2 (‖w‖2 + b2)

sachant (w, b) ∈ �̃� × R.
(∗)

Soit (ŵ, ̂b) une solution du problème d’optimisation (∗).
1) Montrer qu’il existe w∗ ∈ �̃� et α1,… , αn ∈ R tels que :

w∗ =
n

i=1
αiψ(xi) et ∀i ∈ [n], (fw∗, ̂b ∘ ψ)(xi) = (fŵ, ̂b ∘ ψ)(xi).

2) En déduire que ŵ = w∗.

Exercice 2. — Soit 𝒳 un ensemble quelconque. On suppose dans cette ques-
tion qu’on a (�̃�, ⟨ ⋅ , ⋅ ⟩) espace préhilbertien, ψ ∶ 𝒳 → �̃�, etK ∶ 𝒳 × 𝒳 → R
le noyau associé. Soit x1,… , xm ∈ 𝒳. Montrer que la matrice :

G = (K(xi, xj))1⩽i,j⩽m

est symétrique semi-définie positive.
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