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Exercice 1. —
1) Pour i ∈ [n], sachant que f̂(xi) et yi sont dans {−1, 1}, on a :

f̂(xi) ≠ yi ⟺ sign(f̂(1∶m)(xi)) ≠ sign(yi)

⟺ yif̂(1∶m)(xi) ⩽ 0.
On a donc :

εS(f̂) = 1n
n

i=1

1{f̂(xi)≠yi}
= 1n

n

i=1

1{yif̂(1∶m)(xi)⩽0}

⩽ 1n
n

i=1

exp(−yif̂(1∶m)(xi)) = Z(m),

car on peut facilement se convaincre que pour tout u ∈ R, 1{u⩾0} ⩽ eu.
2) Par récurrence. Pour k = 0,

π(1) = ( 1n ,… ,
1
n) = ( e−yi×0

∑n
j=1 e−yi×0)

i∈[n]
= ⎛⎜

⎝

e−yif̂(1∶0)(xi)

∑n
j=1 e

−yjf̂(1∶0)(xi)
⎞⎟
⎠i∈[n]

.
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Pour 1 ⩽ k ⩽ m, et i ∈ [n], on a par hypothèse de récurrence :

π(k)
i exp(−w(k)yif̂(k)(xi)) =

exp(−yif̂(1∶(k−1))(xi))
∑n

j=1 exp(−yjf̂(1∶(k−1))(xj))
exp(−w(k)yif̂(k)(xi))

=
exp(−w(k)f̂(1∶k)(xi))

∑n
j=1 exp(−yjf̂(1∶(k−1))(xj))

.

Donc,

π(k+1) = ⎛⎜⎜
⎝

π(k)
i exp(−w(k)yif̂(k)(xi))

∑n
j=1 π

(k)
j exp(−w(k)yjf̂(k)(xj))

⎞⎟⎟
⎠i∈[n]

= ⎛⎜⎜
⎝

exp(−yif̂(1∶k)(xi))
∑n

j=1 exp(−yjf̂(1∶k)(xj))
⎞⎟⎟
⎠i∈[n]
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3) Pour 0 ⩽ k ⩽ m − 1, on a f̂(1∶k+1) = f̂(1∶k) + w(k)f̂(k), et donc :

Z(k+1)

Z(k) =

n

i=1

exp(−yif̂(1∶k+1)(xi))
n

i=1

exp(−yif̂(1∶k)(xi))

=

n

i=1

exp(−yif̂(1∶k)(xi)) exp(−yiw(k+1)f̂(k+1)(xi))
n

i=1

exp(−yif̂(1∶k)(xi))

=
n

i=1
π(k+1)
i exp(−yiw(k+1)f̂(k+1)(xi))

= e−w(k+1) 
i∈[n]

f̂(k+1)(xi)=yi

π(k+1)
i + ew(k+1) 

i∈[n]
f̂(k+1)(xi)≠yi

π(k+1)
i

= e−w(k+1)(1− ε(k+1)) + ew(k+1)ε(k+1)

= 1
√1/ε(k+1) − 1

(1− ε(k+1)) + √1/ε(k+1) − 1 ⋅ ε(k+1)

= √ ε(k+1)

1− ε(k+1) (1− ε(k+1)) + √1− ε(k+1)

ε(k+1) ε
(k+1)

= 2√ε(k+1)(1− ε(k+1)).

4) Un simple étude de fonction permet de voir que u ↦ u(1− u) est croissante
sur [0, 1/2]. Comme pour 0 ⩽ k ⩽ m, ε(k+1) ⩽ 1/2−γ par hypthèse, on a, en
remarquant que Z(0) = 1,

εS(f̂) ⩽ Z(m) = Z(m)

Z(m−1) × ⋯ × Z
(1)

Z(0) =
m−1

k=0
2√ε(k+1)(1− ε(k+1))

⩽
m−1

k=0
2√( 12 − γ) ( 12 + γ) = (1− 4γ2)m/2 = em

2 log(1−4γ2)

⩽ em
2 (−4γ2) = e−2γ2m.
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