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Exercice 1 (Adaboost). — On se place dans un cadre de classification binaire,
c’est-à-dire avec un ensemble d’entrées 𝒳 quelconque, et un ensemble de sorties
𝒴 = {−1, 1}. Soit m, n ⩾ 1 des entiers, et γ ∈]0, 1/2[. Soit S = (xi, yi)i∈[n]
un échantillon et f̂(1),… , f̂(m) ∈ ℱ(𝒳,𝒴) des prédicteurs. On pose π(1) =
(1/n,… , 1/n) et pour k ∈ [m], on définit par récurrence :

ε(k) =
n

i=1
π(k)
i 1{yi≠f̂(k)(xi)}

w(k) = 12 log( 1
ε(k) − 1)

π(k+1) = ⎛⎜⎜
⎝

π(k)
i exp(−w(k)yif̂(k)(xi))

∑n
j=1 π

(k)
j exp(−w(k)yjf̂(k)(xj))

⎞⎟⎟
⎠i∈[n]

,

et on suppose que ε(k) ⩽ 1
2 − γ pour tout k ∈ [m]. Pour 0 ⩽ k ⩽ m, on pose

f̂(1∶k) =
k

l=1

w(l)f̂(l),
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et considère le prédicteur f̂ défini par :

∀x ∈ 𝒳, f̂(x) = sign(f̂(1∶m)(x)) ,

et on note εS(f̂) son erreur d’apprentissage :

εS(f̂) = 1n
n

i=1

1{f̂(xi)≠yi}
.

Le but de l’exercice est de montrer que εS(f̂) ⩽ e−2γ2m.
Pour 0 ⩽ k ⩽ m, on définit la quantité :

Z(k) = 1n
n

i=1

exp(−yif̂(1∶k)(xi)) .

1) Montrer que
εS(f̂) ⩽ Z(m).

2) Montrer que pour 0 ⩽ k ⩽ m,

π(k+1) = ⎛⎜⎜
⎝

exp(−yif̂(1∶k)(xi))
∑n

j=1 exp(−yjf̂(1∶k)(xj))
⎞⎟⎟
⎠i∈[n]

.

3) Montrer que pour 0 ⩽ k ⩽ m − 1,

Z(k+1)

Z(k) = 2√ε(k+1)(1− ε(k+1)).

4) En déduire que
εS(f̂) ⩽ e−2γ2m.
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