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Exercice 1 (Labyrinthe). —
1) Onmodélise le problème par :

— un ensemble d’états 𝒮 = {1,… , n} × {1,… , n} qui correspond aux cel-
lules,

— un ensemble d’actions

𝒜 = {( 10) ,(
0
1) ,(

−1
0 ) ,( 0−1)} ,

qui correspondent respectivement à ”bas”, ”droite”, ”haut”, ”gauche”,
— un ensemble de paiement ℛ = {0, 1}.
Soit également l’ensemble d’états appelés ”murs intérieurs” 𝒲 ⊂ 𝒜.
Les transitions sont toutes déterministes, et sont telles qu’on obtient un gain
de 1 lorsqu’on se déplace vers la cellule d’arrivée depuis une cellule voisine,
et un gain de 0 sinon. Si l’action choisie correspond à un déplacement non-
autorisé (soit qu’il mène à l’extérieur du labyrinthe, soit qu’il mène vers un
mur intérieur, soit que l’état actual est unmur intérieur), l’état reste inchangé.

p( ⋅ |s, a) =
⎧{
⎨{⎩

δ0,s+a si s ∉ 𝒲 et s + a ∈ 𝒮 ∖ ({(n, n)} ∪ 𝒲)
δ0,s si s ∈ 𝒲 ∪ {(n, n)} ou s + a ∉ 𝒮 ∖ 𝒲
δ(1,s+a) si s ∉ 𝒲 et s + a = (n + n).

1



2) Une politique optimale est la fonction valeur associée peuvent être représen-
tés comme suit, où les murs intérieurs sont représentés en gris.
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Exercice 2. —
1) a) La distribution de l’état initial est μ = δ(∗,∗,∗,∗,∗) ⊗ 𝒰({0,… , 9}).

b) α(s) correspond au nombre d’emplacements disponibles, ν(s) à l’entier
formé (lorsqu’il n’y a plus d’emplacements disponibles), et σ(s, a) corres-
pond aux cinq premières composantes de l’état suivant lorsque dans l’état
s on a choisi l’action a.

c) Une définition possible pour la transition est

p( ⋅ |s, a) =
⎧{
⎨{⎩

δ0 ⊗ δσ(s,a) ⊗ 𝒰({0,… , 9}) si s(a) = ∗ et α(s) > 1,
δν(σ(s,a)) ⊗ δσ(s,a) ⊗ δ0 si s(a) = ∗ et α(s) = 1,
δ0 ⊗ δs si s(a) ≠ ∗.

2) a) La distribution de l’état initial est μ = δ(1,1,1,1,1) ⊗ 𝒰({0,… , 9}).
b) Une définition possible pour la transition est

p( ⋅ |s, a) = {δ0 ⊗ δs si s(a) = 0
δ10a−1s(6) ⊗ δσ(s,a) ⊗ 𝒰({0,… , 9}) si s(a) = 1.

où σ(s, a) ∈ {0, 1}5 est défini par

σ(s, a)i = {0 si i = a
si sinon.

3) a) Pour tout s ∈ 𝒮,
π( ⋅ |s) = 𝒰({1,… , 5}).
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b) On peut montrer que

Eμ,π [
+∞
􏾜
t=1
Rt] = 49999.5.

c) Voir correction du TP.
4) Voir correction du TP.

Exercice 3 (Différence de performance). —
1) ds,π a claiement des composantes positives. De plus,

􏾜
s′∈𝒮

ds,π(s′) = 􏾜
s′∈𝒮

(1− γ)
+∞
􏾜
t=0
γtPs,π [St = s′]

= (1− γ)
+∞
􏾜
t=0
γt 􏾜

s′∈𝒮
Ps,π [St = s′]

= (1− γ) 􏾜
s′∈𝒮
γt = 1.

Donc ds,π ∈ Δ(𝒮).
2) Soit (S′0,A′

0, R′
1,… ) ∼ Ps,π. On peut d’abord prouver 1 que pour t ⩾ 1,

E [qπ′(S′t,A′
t)] = E [R′

t+1 + γv(S′t+1)] .
Donc,

vπ(s′) − vπ′(s) = E[
+∞
􏾜
t=0
γtR′

t+1] − vπ′(s)

= E[
+∞
􏾜
t=0
γt (R′

t+1 + vπ′(S′t) − vπ′(S′t)) − vπ′(S′0)]

= E[
+∞
􏾜
t=0
γt (R′

t+1 + γvπ′(S′t+1) − vπ′(S′t))]

= E[
+∞
􏾜
t=0
γt (qπ′(S′t,A′

t) − vπ′(S′t))]

= E[
+∞
􏾜
t=0
γtαπ′(S′t,A′

t)] .

1. à détailler
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Par ailleurs, on peut facilement vérifier que π étant stationnaire, A′
t|S′t ∼

π(S′t) et donc pour t ⩾ 0,

E [απ′(S′t,A′
t)] = E [E [απ′(S′t,A′

t) | S′t]] = E [EA∼π(S′t) [απ′(S′t,A′
t)]] .

Par conséquent,

vπ(s′) − vπ′(s) =
+∞
􏾜
t=0
γtE [EA∼π(S′t) [απ′(S′t,A)]]

=
+∞
􏾜
t=0
γtE[ 􏾜

s′∈𝒮
P [S′t = s′] ⋅ EA∼π(s′) [απ′(s′,A)]]

= 􏾜
s′∈𝒮

+∞
􏾜
t=0
γtP [S′t = s′] ⋅ EA∼π(s′) [απ′(s′,A)]

= 􏾜
s′∈𝒮

1
1− γds,π(s

′) ⋅ EA∼π(s′) [απ′(s′,A)]

= 1
1− γE [EA∼π(S) [απ′(S,A)]] ,

où la dernière égalité découle du fait que S ∼ ds,π par hypothèse.
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