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ExERrCICE 1. — Sion suppose B_ v, = B,v,, cela signifie que v, et un point fixe
de B... Orv_ est l'unique point fixe de B.. Doncv, = v,.

Réciproquement, supposons v, = v,. Alors, en utilisant le fait que v, est
point fixe de B_ et v, est point fixe de B,,

Bwv,=Buv, =v. =v, =B

* 7kt

EXERCICE 2. —

1) On considére les ensembles # = {sW, 52}, 4 = {aD} et B = {0}, etla
dynamique
p(-]s,aV) = O0,s2)» pourtouts € &,

Alors, on peut facilement montrer que pour v # v” dans R” définis par
o(sW) =1, v (sW)=0 et v(s@?)) =/ (s?) =0,

onaDv =Dy’ = 0, D n'est pas donc pas injetive.



2) Lopérateur D étant affine, il est injeif si, et seulement si l'opérateur linéaire

associé est injectif. On pose le veteur

R = ( Y, p(r s, a)r) € RY*4
(r,s’

5 )ERX S (s,a)EFL X A

et la matrice

P= (E p(r,s'ls, a)

c R(fxﬁ)xf

b

re )((s,a),s’)e(fxﬁ)xf

de sorte que pour tout v € R”*#,

Dv =R + yPv.
D est alors injective si, et seulement si Ker P = {0}.

. — On suppose v.. < v_,. En utilisant la monotonie de lopérateur
EXERCICE 3. — On suppose v, < v,. En utilisant | tonie de l'op

D, il vient

4z = Dv, < Dv, =q,.
La réciproque est fausse en général, donnons un contre-exemple avec deux
états F = {s(l), 5(2)} et deux a&ions A = {ﬂ(l), a(z)}. On considere la dyna-

mique donnée par

p( yal) =93 )
p(- |5(1), d(Z)) — 8(1,5(2>)
p(- |S(2), ﬂ(l)) - 5(0;(2))
p(-|s?,a?) = 8(0,52))>

et deux politiques stationnaires et déterministes 7, 7” données par
2(sD) = (s = 40,
ct

7 (W) = 1/ (s@)) = 4@,

On vérifie alors facilement que ¢, = g, mais que v, (sW) =1 > 0 = v, (sV).
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