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EXERCICE 1 (Bornes derreur et critére darrét). —
1) On écrit
v—v,=v—Buv. =v—-Bv+Bv—Bu,.

Puis, en prenant la norme €, et en utilisant I'inégalité triangulaire, et le fait
que v, est l'unique point fixe de lopérateur B, qui est une y-contraction, on
obtient

lo—vell  <lv—Bll +vlv—val_,

dou le résultat. On procede de méme pour les fon&ions état-valeur, et pour
les fon&ions valeur optimales.

2) Pour une itération valeur v, ; = B_v;, on peut vérifier le critere darrée
[ops1 = Brogl , < e =),

ce qui implique, d’aprés ce qui précede, que v, — v, || <.

3) On considere uneitération a&ion-valeur pour le contréle, autrementdit g, =

B,q:- On pose

| . ,
e=3-min  min 9. (s, 2) — q.(s,a")].
4.(s0)#4.(5a")
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Puisque g, — g, il existe un rang k, a partir duquel |g;, — q.[_ <e.Soitk >
ko et € I1, [q;]. Montrons que 7 € I, [q,], cela montrera qu'il s'agit d'une
politique optimale. Soit s € . Montrons que 7(s) € Argmax _  ¢,(s, ),
autrement dit que pour tout a € 4,

4.(5,7(s)) = q.(s, a).
Soita € A4.Ona

4.(5,7(5)) > quls,w()) — ¢ > quls, @) — ¢ > 4.(s,a) — 2,

ou on a utilisé la définition de 7 pour la deuxi¢me inégalité. Siq, (s, 7(s)) <
q.(s,a),ona

0<q(sa)—qlm() <2< min  |g.(na) —q.(sa")],
a,a" e
q.(s.a")#4,(s,a")

et donc nécessairement ¢, (s, 7(s)) = ¢, (s, a). Dans tous les cas, on a

4.(5, 7(5)) > q.(s, ),

et finalement que w € I, [q,]. On a bien obtenu une politique optimale au
bout d’'un nombre fini d’itérations.

EXERCICE 2 (Convergence en temps fini de litération de politiques). — Litération
de politiques produit une suite (7¥)),- de politiques stationnaires et détermi-

: . %
nistes. Le nombre de telles politiques est |J@|‘ 3
Notons v, = v, pour tout k > 0. Par propriété d'amélioration gloutonne

. : # :
de politique, on av;,; > v, pour tout k > 0. Soit k;, < M’a|l e plus petit
entier k£ > 0 tel que v;,; = v;. Un tel entier existe car sinon les fon&ions valeur

: iy # T :
vy, seraient toutes différentes pour 0 < k < |%|‘ ‘, ce qui impliquerait que les
politiques (7)) _, <|.4 7! Seraient toutes différentes, ce qui est impossible.

Puisque vy, | = vy, et qu'une fonction valeur inchangée apres amélioration
gloutonne implique loptimalité, on a v, = v,. De plus, pour tout k > ko + 1,
par définition de v,

v, =V, = Uky = Vs

donc vy, = v, et ¥ est optimale.



EXERCICE 3 (Amélioration gloutonne par rapport a plusieurs politiques). — Pour
tout 1 < m < M, on écrit

= < .
v B v, < 7rr/nez%.jxo Bov,

En prenant le maximum sur 1 < m < M, on obtient

( max v, ) < max max Bv, = max B, < max v, )
I<ms<M ™ 1<m<M =’ €I, mn LSRN I<m<M ™

=B max v =B max v
*\lm<m ™ T \l<m<M ™)

ou on a utilisé la définition de 7. En appliquant l'opérateur B, qui est monotone,
ona

BW< max vﬂm> < B2 ( max vwm> .

1<m<M 1<m<M

Par récurrence immédiate, on obtient que pour tout k > 1,

max v, <Bﬁ< max v, ) — .
I<m<M ™ I<m<M ™ k—+oco

Dot le résultat. On en déduit immédiatement I'inégalité correspondante pour
les fonction a&tion-valeur en appliquant l'opérateur monotone D.
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